Effizienz der Rekursion

e Wir wollen die Effizienz rekursiver Funktionsdefinitionen studieren.

e Eine bestimmte Art der Rekursionrépetitive Rekursiat) ist
besonders platzeffizient.

e Es ist manchmal iglich, rekursive Funktionen in repetitiv rekursive
Form zu bringen

e Es gibt Formen der Rekursionjrfdie solch eine Transformation nur
unter Aufbietung zustzlichen Hilfsspeichers in derselbendBe wie
die resultierende Ersparnisaglich ist.
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Rekursion im Rechner

Die Auswertung rekursiver Funktionen erfolgt im Rechner im Prinzip so
wie in der operationellen Semantik.

In Abwesenheit lokaler unddherstufiger Funktionentkinen wir
naherungsweise die sukzessive Ersetzung von Funktionen durch ihre
Definition verwenden (Substitutionsmodé)
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Auswertung der Paritatsfunktion

geradén) = if n = 0 then true else nofgeradén — 1))

geradé4) =

not(geradég3)) =
not(not(geradg2))) =
not(not(not(gerade€l)))) =
not(not(not(not(gerad€0))))) = true

Platzverbrauch vogeradén) ist O(n) aber nichtO(1).
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Repetitiv rekursive Version der Paritat

gerade?2n) = gerade2aux(n, true)

gerade2aux(n,a) = if n = 0 then a elsegerade2aux(n — 1, not(a))

gerade?4) = gerade2aux(4, true) =
gerade2aux3, not(true)) =
gerade2aux(3, false) =
gerade2aux(2,true) =
gerade2aux(1, false) =

gerade2aux0, true) = true

Platzverbrauch vogerade2n) = O(1).
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Zusammenhang der beiden Funktionen

gerade2aux(n, a) = if a then geradé€n) else notgeradén))

Beweis durch Satz von der partiellen Korrektheit + Abstiegsfunktion.
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Beispiel: Fakultat

fakt(n) = if n = 0 then 1 elsen - faki(n — 1)

fakt(4) =
4 -fakt(3)) =
4. (3-fakt(2)) =
4-(3-(2-fakt(1))) =
4-(3-(2-(1-fakt(0)))) =
4-(3-(2-(1-1))) =24
Der “Computer” kann nicht wissen, dass man die Multiplikationen auch

umklammern und vereinfachen kann: die gesamte Multiplikationsaufgabe
bleibt stehen, bis endlictakt(0) ausgewertet wird.

— Platzverbrauch vofaki(n) ist O(n) aber nichtO(1).

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 301



Repetitiv rekursive Version der Fakultat

fakt2n) = fakt2aux(n, 1)
fakt2aux(n, a) = if n = 0 then a elsefakt2auxn — 1,a - n))

fakt24) = fakt2aux(4,1) =
fakt2aux(3,1-4) =
fakt2.aux(3,4) =

fakt2 aux(2,12) =
fakt2aux(1,24) =
fakt2.aux(0,24) = 24

Platzverbrauch hieD(1).
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Zusammenhang der beiden Funktionen

faktaux(n,a) = a - fakt(n)

Beweis durch Satz von der partiellen Korrektheit + Abstiegsfunktion.
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Repetitive Rekursion: Definition

Eine rekursive Definition

flz) = @(f, )

heil3trepetitiv rekursiauchendséndig rekursiv, iterativ rekursiv,
endrekursiv, tail recursive wenn im Rumpf® hochstens ein rekursiver
Aufruf von f gefatigt wird und dessen Ergebnis dann bereits den Wert von
O(f, x) liefert.

Merke: Bei der Auswertung repetitiv rekursiver Funktionen entsteht kein
zusatzlicher Platzbedarfir die Verwaltung der Rekursion.
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| iIneare Rekursion

Eine rekursive Definition heif3tnear, wenn im Rumpf der Definition
hochstens ein rekursiver Aufruf dit.

Sehr laufig lassen sich linear rekursive Definitionen duEchbettungn
repetitiv rekursive Form bringen.

Dies resultiert dann in beichtlicher Platz- und Zeitersparnis.

Beispiel: Fakulat, Pariat.
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Repetitive Rekursion und Iteration

Eine repetitiv rekursive Funktionsdefinition der Form

f(x) =if p(x) thena(x) elsef(b(x))

(p beliebiges Padikat,a, b beliebige Funktionen) kann man auch
“Imperativ” wie folgt auswerten:

Schreibe die Eingabe in die Speicherstelle

Solangep auf den Inhalt vorx: nicht zutrifft, wiederhole folgendes:
Bestimmey := b(Inhalt vonx)
Ersetze den Inhalt voa durchy

Gib als Ergebnis/(Inhalt vonz) zurick.
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Dasselbe iIn C

Imperative Programmiersprachen untétae¢n diesen Stil, z.B. “C”:

f(x) {
while(!p(x)) {
X = b(x);

}

return a(x);
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Vor- und Nachteile des imperativen Stils

e Imperativer Stil ist zuachst versindlicher

e Funktionale Definition lassen sich durch Gleichungen spezifizieren und
verifizieren

e Im imperativen Stil muss maimber Zustand der Variablen zu
bestimmten Zeitpunkten sprechen, was komplizierter ist.

¢ In der Effizienz unterscheidet sich die imperative Version nicht von der
repetitiv rekursiven Version.
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Nichtlineare Rekursion

Seif(x) = ®(f, z) eine rekursive Definition mit Abstiegsfunktion.

Finden im Rumpf® bis zua rekursive Aufrufe statt (Etwa Fibonacci,
Mergesort, Hanoix = 2), so erzeugt die vollandige Auswertung vorfi(x)
bis zua™®) rekursive Aufrufe.

Fibonacci, Hanoim(z) = = — bis zu2” rekursive Aufrufe
Mergesortm(x) = O(log(length(z))) — O(length(x) rekursive Aufrufe.

Fazit: Bei nichtlinearer Rekursion Laufzeit im Auge behalten.
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Fibonacci als repetitive Rekursion

Manchmal lassen sich auch nichtlineare Rekursionen als repetitive R.
umschreiben:

fib(n) = if n < 1then1 elsefib(n — 1) + fib(n — 2)
Definiere

fib_aux(n, a,b) = if n = 0thena elsefib_aux(n — 1,b,a + b)
Es giltfib_aux(n, fib(k), fib(k + 1)) = fib(n + k)

alsofib(n) = fib.aux(n, 1,1).

Dies ist ein Spezialfall destynamischen Programmierunein allgemeines
Optimierungsschemaif nichtlineare Rekursionen ‘VL “Effiziente
Algorithmen”.
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Echte nichtlineare Rekursion

Bei Mergesort, Linearisierung vondBimen, Hanoi dsst sich die
nichtlineare Rekursion nur tinstlich” vermeiden, indem man
Hilfsdatenstrukturen eiiihrt, z.B. Stapel, die genauso viel Platz
verbrauchen, wie die Verwaltung der ur§pglichen Rekursion.

Hier ist also keine echte Verbesserunggiich. In diesen Ellen ist die
nichtlineare Rekursion eine vamftige Losung.

Grundstzlich ist im Foihstadium der Softwareentwicklung eine klare
rekursive losung vorzuziehen.

Bel modularer Planung kann dieseasgr ggf. durch eine effizientere
LOosung ersetzt werden.
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Erinnerung

Eine rekursive Definition kann auch deshalb ineffizient sein, well jeder
einzelne Verarbeitungsschritt aufwendig ist, nicht well die Zahl der
rekursiven Aufrufe selbst zu grolZarne.

Beispiele: Sortieren durch Eiiien, ineffiziente Version des Umdrehens
einer Liste mit “append” (Folie 221).

Hier haben wir jeweil$)(n) rekursive Aufrufe, deren jeder aber Aufwand
O(n) verursacht, also Gesamtaufwafi¢n?).
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Effiziente Datenstrukturen

Oft liegt der Schiissel zu einem effizienten Alorithmus in der Wahl de
geeigneten Datenstruktur.

Als Beispiel betrachten wir nochmal die Biren Suchbume (BST), Folie
245,

Wir haben gesehen, dass das Suchen eines Elementes imA&8T
O(Hohegt)) erfordert.
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EinflUgen und Loschen in BST

Man schreibe rekursive OCAML-Funktionen

insert : 'a -> ’'a bintree -> ’'a bintree
delete : 'a -> ’'a bintree -> ’'a bintree

die ein Element in einen BST eiingen, bzw. entfernen.
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Einflgen

let rec insert x t = match t with
Empty -> Build(x,Empty,Empty)
| Build(a,l,r) -> if x<=a then Build(a,insert x I,r)
else Build(a,l,insert x r)
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Entfernen

let rec delete x t = match t with
Build(a,l,r) -> if x<a then Build(a,delete x I,r)
else if x>a then Build(a,l,delete x r)
else if I=Empty then r
else if r=Empty then |
else let m," = remove max | in
Build(m,I’,r)
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Hilfsfunktion remove _max

let rec remove_max t = match t with
Build(a,l,Empty) -> a,l
| Build(a,l,r) -> let m,r’ = remove _max r in
(m,Build(a,l,r"))
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Knotenanzahl und Hohe

Sein die Knotenanzahl eines Baumgesgnd i seine Hhe.
Im besten Fall gilth = 2" — 1, alsoh = O(logn).
Im schlechtesten Fall giti = h, alsoh = O(n).

Suchen, Einfigen, loschen haben KomplegitO(h), alsoO(log n) bzw.
O(n) je nach Art vory.
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Zwel extreme Beispiele

let t1 = insert 6 (insert 5 (insert 4 (insert 3
(insert 2 (insert 1 (insert 0 Empty))))))

let t2= insert 6 (insert 4 (insert 1 (insert O
(insert 5(insert 1 (insert 3 Empty))))))

t1 hat maximale Bhe (6) und2 hat minimale Hbhe (3)

Eine Menge von Bumeni heildtbalanciert wenn
max{HOhgt) | knotanz (t) <n,t € B} = O(log(n))

Fur balancierte BST mit Knoten erfordern Einfgen, Loschen, Suchen
Zeit O(log(n)).
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Rotationen

Man kann Baume balanciert halten durch systematisches Anwenden der
folgenden beiden Rotationen auf Teilme Verlauf des Eifgens und
Loschens.

(* rotate left : 'a bintree -> 'a bintree *)
let rotate left = function
Build(a,l,Build(b,m,r)) -> Build(b,Build(a,l,m),r)
(* rotate _right : 'a bintree -> 'a bintree *)
let rotate right = function
Build(a,Build(b,l,m),r) -> Build(b,l,Build(a,m,r))

Ubung: man bedgmde, dass die Rotationen die BST-Eigenschaft erhalten.

Um effizient feststellen zudnnen, welche Rotation angewendet werden
soll, muss man in den&imen zuatzliche Information speichern, z.B.:
Differenz der Knotenanzahl zwischen linkem und rechten &eitben.
Naheres: Info Il.
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Kapitel 7: Semantik und Fixpunkttheorie

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 321



Operationelle Semantik von Listen und Baumen

Sei L eineunendlicheMenge vonAdresser(im Speicher). Z.B.L = N.

Die Wertel.S.d. operationellen Semantik (vgl. Folie 157) werden erweitert
um

e Jede Adresséc L ist ein Wert.
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Halde

EineHalde (engl.:heap? ist eine endliche Funktion von Adressef) @uf
Werte.

Ist h eine Halde, so bezeichnétm (/) die (endliche) Teilmenge vo4, fur
die h definiert ist.

h|¢ — o] ist wie Ublich durch

v, wennt = ¢’

e olte) = h(¢"), sonst

definiert. Beachtedom(h[¢ — v] = dom(h) U {/}.

dHalde (heap) ist ein “Teekesselchen”: Man verwendet den Begriff auakirie bestimmte
baumartige Datenstruktur; das hat mit der Verwendungrhitszu tun.
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Operationelle Semantik mit Halde

Zur Modellierung dynamischer Datenstrukturen erweitern wirfdasat
der operationellen Semantik um Halden wie folgt:

U h,e — w,h

bedeutet, dass in der Umgeburigind Haldeh der Ausdrucke den Wertw
hat. Zudem veindert sich durch die Auswertung die HaldelZu

Wie zuvor wird diese$)rteil durch Auswerteregeln definiert:
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Auswerteregeln

e istc eine Konstante, so gilt, i, c — ¢, h. (Halde veandert sich nicht.)
e IStz ein Bezeichner unéx, w> € U, so giltU, x, h — w, h.

e fur Funktionsausdicke giltU, h,fun z->e¢ — (fun x->e,U’), h,
wobeiU’ die Einschankung vorJ auf die freien Variablen von ist.
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Auswerteregeln

e istopein Infixoperator aber nichf, && , welcher eine Basisfunktion
@ bezeichnet so gilt folgende&., h, zopy — U(x) ® U(y), h.

Anwendung vorop auf geschachtelte Ausiacke kann man durch
Einflgen vonlet s auf diesen Fall reduzieren.

Einstellige Basisfunktionen werden analog behandelt.
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Bindung

e Umw,h mitU, h,let x=e; in ey — w, h’ zu bestimmen, muss
zumchstwy, hy mitU, h, e; — w1, by ermittelt werden. Sodann sind
way, ho Mit U + {<xz,wi;>}, h1, e2 — wa, ho zU bestimmen. Es ist
dannU, h,let x=e; In ey — wa, hs.
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Konstruktoren

e Uh,[] = ¢, hlf— (0,0,0)] wobeil & dom(h).
o Uh,z::y — ¢, hjif{ — (1,U(x),U(y)), wobei? ¢ dom(h)

Konstruktoren anderer (rekursiver) Varianten werden analog behandelt.
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Mustervergleich (einfachster Fall)

Seie=match « with [[-> e1| yi: z->es.

Umh',wmitU, h,e — w, h’ zu bestimmen, gehe man wie folgt vor:

e FallsU(z) =/¢undh(¢) = (0,0,0), so bestimme maw,, h; mit
U,h,eqy — wy, hy. ES ISt daan, h,e — wq, hy.

e FallsU(z) =/¢undh(f) = (1,u,v), SO bestimme mamws, ho mit
Uly—u, 2—v], h,ea — wa, ho. ESistdanrU, h, e — wo, hs.
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Beispiel

Seie; = 7::3::10::[]
Es qgiltd, h,e; — {4, hy, Wobei
hl — h[€4'_><17 7763)763'_%17 3762)7€2H<17 10761)7€1H<07 07 O)]

und/y, (5, 43, ¢, paarw. verschieden und nichtdiom (h).

Seiey; = 9::123:[] . Es qilt®, hy, e — £7, hy, WoObei
hg — h1[£7|—>(1, 97£6)7£6H(17 123,65),£5|—>(0, O, O)

und/s, (g, £7 paarw. verschieden und nicht in
dom(hl) = dom(h) U {61, 62, 63}
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Beispiel

Es seiappend wie ublich definiert:

let rec append |1 12 = match 11 with []->I12]y::z->y::append z 12
Esseil = ([I1 —/{3,12 — £7].
EsqiltU,h — append 11 12 — /19, h3, Wobel

hg = h2 wlol—>(1, 7,69),€9|—>(1, 3,68),€8|—>(1, 10,67)]
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Beispiel

Sele =

let 11 = 7::3::10:[] in
let 12 = 9::123::[] in

append 11 12
Es gilt
@7 h,e — liohs

Die Adresserty, (5, (3, ¢, sind indom(hgs), aber ihre Inhalte sind nicht
mehr zugreifbar. Es &re wiinschenswert, zu setzen

(2)7 h, € — 6107 h4

wobeidom(hy) = dom(hsz) \ {¢1, 02, ¥3,04} Undhy(¢) = hs(¢) fUr alle
/e dom(h4)
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Garbage collection

In der operationellen Semantik wird die Halde immai(ggr und entélt
Immer mehr unerreichbare Adressen.

In praktischen Implementierungen werden unerreichbare Adressen
regelnaldig aus der Halde entfernt.

Diesen Prozess bezeichnet mangasbage collectiof{Mullabfuhr).

Dazu werden ausgehend von der aktuellen Umgebung alle erreichbaren
Adressen markiert und anschliel3end alle nichtmarkierten Adressen
geloscht.

Konkrete Implementierung und Formalisierung dieses Prozesses:
Spezialvorlesung im Hauptstudium.

Garbage collection gibt es in funktionalen und manchen objektorientierten
Programmiersprachen, z.B.: Java.
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Denotationelle Semantik, genauer

Die denotationelle Semantik wie in Kap 3.4, weist noch einige
Ungenauigkeiten auf:

e Was sindiberhaupt “Werte”?
e Was bedeutet “...die durch ... definierte rekursive Funktioni...”?
e Warum “gibt” es rekursiv definierte Funktionen?

e Wie harmoniert Rekursion mit Funktionelmerer Ordnung?
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Beispiel

let rec fix phi = fun x -> phi (fix phi) x

* fix . (Ca -> 'b) ->'a ->'b) -> 'a -> 'b¥

let fakt = fix (fun f x -> if x=0 then 1 else x*f(x-1))
(* fakt : int -> int *)

Hier liefertfakt 3 das Ergebnis 6, wie erwartet.

Definiert man aber

let rec fix phi = phi (fix phi)

So terminiert schon

let fakt = fix (fun f x -> if x=0 then 1 else x*f(x-1))

nicht.

Durch die denotationelle Semantik wird dies nicht zufriedenstellenéurkl
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Partielle Ordnung

Eine birare RelatioriZ auf einer Menged heildtpartielle Ordnung wenn
fur allex, y, z € A folgendes gilt:

o r [ x (Reflexivitat)
e x L y,y C x — x =y (Antisymmetrie)

e r Ly, yC z— x C z (Transitivitat)
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Beispiele

e A=NoxCye—zxz<y

e A=NzxzCy—ax>y

e A beliebig,x C y « x = y (dies nennt man digiskreté Ordnung
e A=P(X),z2Cy—zCy

e A=XU{l},zCye—ax=1Vr=y

Es istublich, die partielle Ordnung durch dieagermengeu bezeichnen
und immer das Symbadl fur die Relation zu verwenden.

4m Englischen gibt ediscreteunddiscreet Hier meinen wir ersteres.
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Begriffe

SeienX, Y partielle Ordnungen. Alle betrachteten Funktionen seien total.

e Eine Folge(x;);cn von Elementenr; € X heildtw-Kettg kurz Kette
wenngx; C x;1 fur alles.

e f: X — Y heilitmonotonwennz C x’ impliziert f(x) C f(z').

e SeiU C X. Ein Elementr € X heildtkleinste obere Schranlogler
Supremunvon U, wenn gilt

— uw C zfuralleu € U,
— Fallsu C y fur allew € U, so giltx C y

e r € X istkleinstes Elemenwennx C y fur alley € X.
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Satze

e Sindz, 2’ beides kleinste Elemente, so folgt= x’. Man bezeichnet
das kleinste element, wenn es existiert, mit dem Symbol

e Sindx, 2’ beides kleinste obere Schranken vorC X, so folgt
x = «’. Man notiert das Supremum va@n, wenn es existiert, miup U

oder| | .. .
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Vollstandigkelit

Eine partielle Ordnung( heifl3tvollstandig (bzgl. w-Ketten), wenniir jede
w-Kette (x;); das Supremum vofi; | ¢ € N existiert.

Man schreibt |, z; fur dieses Supremum.

Eine solche Ordnung heil3t auf &-complete partial order, kurzcpooder
noch Kirzercpo.

Bemerkung: Man kann den Begriff der Vobstdigkeit aufgerichtete
Mengerverallgemeinern, siehe [Kger]. Wir brauchen das hier nicht.
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Beispiele

Alle auf Folie 337 gegebenen Beispiele sind cpos.
SeienX, Y cpos. Die folgenden Konstruktionen liefern cpos.
e Y, definiertdurchY, =Y U{l}undy C ¢/, fallsy = 1 odery C ¢/
nYy
o X -Y|]={f:X— X| fstetigh mit f C g, wennf(x) C g(x) fur
allex € X.

o X XY mit(x,y) C (2,y), wennz C 2/ undy C /.

o X*mit|xy;...52m] C [y1;5...yn], wennm = n undx; C y, fur

1=1,...,m.
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Stetige Funktionen

Die ProjektionenX x Y — X, X x Y — Y sind stetig.
Sindf:Z — Xundg: Z — Y stetig, so auch(z) = (f(z2), g(2)).
Die Applikation(X — Y) x X — ist stetig.

Istf: X xY — Zstetig,soishh : X — Y — Z gegeben durch
h(x) = function(y) f (z, y) wohldefiniert (liefert also stetige Funktionen)
und aul3erdem selbst stetig.

Informatik | WS03/04 Martin Hofmann 342



Fixpunkte

Eine monotone Funktiori : X — Y heildtstetig(bzgl. w-Ketten), wennir
jede Kettex; qgilt:

f<|__|a:z-> = Llf<xi>

Man beachte, das§z;) wegen der Monotonie eine Kette bildet.
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Fixpunkte

Seif : X — X stetige Funktion. Ein Element € X heil3tkleinster
Fixpunktvon f, wennf(x) = x und wenn immelf(y) = y, so folgtz < .

Bemerkung: der kleinste Fixpunkt (falls er existiert) ist eindeutig bestimmt.

Fixpunktsatz von Kleene:Hat X ein kleinstes Element, so hat jede
stetige Funktiory : X — X einen kleinsten Fixpunkt,amlich

= ; f1(L).
FUr diesen gilt zugtzlich folgendes: gilif (y) C y fur einy € X, so folgt
x L.

Man schreibtix( f) fur den kleinsten Fixpunkt vof.
Satz: Die Funktiorfix : (X — X) — X ist selbst stetig.
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Denotationelle Semantik mit cpos

Wir interpretieren nur wohltypisierte OCAML-Phrasen.

Zur Vereinfachung betrachten wir nur monomorphe Typen (keine
Typvariablen).

Jedem Typen ordnen wir eine cpdV (7) zu genal folgender Setzung:

(int ) = {Integer Konstantenmit diskreter Ordnung
(andere Basistypen= analog

Wi(r, -=> m)=W(rn)— W(mr)L

(11 * 1) =W(m) x W(r)

(7 list )=W(r)*

Andere Typformer werdeahnlich behandelt.
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CPO der Umgebungen

Seil’ eine Typzuweisung (endliche Funktion von Bezeichnern auf Typen).

Eine Umgebund/ fur I" weist jedem Bezeichner iom (I") ein Element
U(x) e W(I'(x)) zu.

Die Umgebungeniifr I" bilden eine cpdinv(I') mit U C U’, wenn
U(x) CU(x)furallex € dom(T).
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Semantik von OCAML Phrasen

Zu jeder Programmphradés> ¢ : 7 definieren wir eine stetige Funktion
Wi(t): Env(I') — W (1)L

durch Rekursioniber den Aufbau voa wie folgt.

Wir schreiben widlblich WY () stattW (¢)(U).
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Auswerteregeln

e Istc eine Konstante, so ist’V (c) = c,

e Istx ein Bezeichner, so isVY (z) = w, falls <z, w> € U. Beachte:
es muss in dom(U) sein.

e Istopein Infixoperator aber nichll, && , welcher eine Basisfunktion
@ bezeichnet.

SindWVY (t;) undWVY (t3) beide ungleichL, so ist
WY (t; opty) = WY (t;) @ WY (¢5). Ansonsten ist das Ergebnis

Einstellige Basisfunktionen wieot und- sind analog.
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Auswertung von Funktionstermen

e Seit eine Funktionsanwendung der Fotint,. Es seilW’V (¢,) die
Funktion f undWVY (¢5) = w. Ist auch nur eines der beiden gleith
soistWV(t) = L.

Ansonsten istVY (t) = f(w). Dies kann trotzdem nochk L sein, da
jaw(n->m)=W(m — W(rn).L.

e Seit = function x -=> tundD'>t: 71> 1.

EsistiWV (¢) diejenige Funktion, diev € W () auf
WUH<zw>}(¢") ¢ W(r,), abbildet.

¢ Die alternativen Notationeruf Funktionsdefinitionenfgn , let )
haben analoge Bedeutung.
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Auswertung vonif und let

e Seit ein bedingter Term der Gest#t ¢, then ¢, else t3.Ist
WY (t;) = true, soistiWV (t) = WY (t3). BeachteIVY (t3) kann dann
= | sein.
Ist WY (t,) = falsg soistiWV (¢) = WU (t3). BeachteIV'Y (t,) kann
dann= L sein.
Ist dagegeV'Y (t1) = L, so auchVY ().

e Seitvonder Formet x= t;in 5.
SeiWU (t;) = w # L. DannistiVV (t) = WUH{<zw>}(¢,),
Ansonsten istVV (t) = L.
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Tupel und Boole’'sche Operatoren

e Seit = (t1, to).Seien weiter
WU(tl) = W1 7é J_WU(tQ) = W9 7é 1. Dann iStWU(t) = (wl,wg).
Ansonsten istVY (t) = L.

o WUty || t2) =WUY(if ¢ then true else to)

e WY(t; && to) =WVUY(if ¢, then ¢, else false ).
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Semantik vonlet rec

Eine rekursivdet -Bindung
let rec fx =t

bindet f an die Funktion
fix(functionF.functiongz WY H{<®:w><f.F>} (1))

Das gilt analogifir Phrasen miket rec ...in und fur Funktionen mit
mehreren Argumenten.

Man beachte, dad¥ (7:-> 1) ein kleinstes Element besitztamlich
function w.L. Somit existiert dieser kleinste Fixpunkt.
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Beispiel: Fakultat

let rec fakt n = if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1)
Sei F = WP (fakt ).
EsistF = fix(®), wobel

®(f) = function w. WU Hi<nw>,<fakt,f>}

if n = 0 then 1 else n * fakt(n-1) )
Es gilt

¢(f) = functionw.if w =0then1elsew - f(w —1)
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Bestimmung des Fixpunkts

Wir berechnerd?(_L), wobei L € Z — Z, die Funktion “konstant_” ist.

Es ergibt sich folgende Wertetabelle:

<0|0 |1 [2]3 |4 |5 ]|>5
1 Lo L] L)Ll |L
(L) | L |1 | L|L|L|L|L]|L
(L) | L |1 |1 | L|L|L|L]|L
(L)L |1 |1 |2 |L|L|L]|L
PHL) || L |1 |1 ]2 |6 | L |L]|L
PS(L)||L |11 ]2 |6 24| L|L

Wir sehen, dass|, (L) = functionw.w!.
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Operationelle Adaquatheit

Es gilt der folgende Satz:

Haben zwei Terme die gleiche denotationelle Semantik, so kann man in
einem beliebigen Programm den einen Term durch den anderen ersetzen,
ohne das Verhalten des Programms im Sinne der operationellen Semantik
zu ve@andern.

Insofern stellt die operationelle Semantik eine korrekte Implementierung
der denotationellen Semantik dar.

Will man umgekehrt die operationelle Semantik als “malf3geblich”
auffassen, so bedeutet der Satz, dass die denotationelle Semantik ein
korrektes Schlussprinzifpif Austauschbarkeit von Programmteilen liefert.
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